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ginge zwischen den Stoffen zwangsliufig geleitet
wnd gebiindigt durch den lkundigen Menschen,
sie sehen keine Einzeltatsachen, sondern lebendig
bewegte Wirklichkeit; die kaufmiinnischen Na-
turen sehen mit Staunen, wie sorgliltig der
Betrieh alle Verluste vermeidet, wie cr darauf
ausgeht mit den geringsten Mitteln den grofit-
moglichen Erfolg zn erringen, wic durchweg das
Bestreben herrscht, keinen Abfall entstehen zu
lagsen — die Fisenhochofenschlacken werden aul
. Zement verarbeitet, das Gas der Kokerei dient
als Kraftgas, Heizgas und Leuchtgas, der Teer,
die Teertle und das Ammoniak sind Kosthar-
keiten —; wem in der Seele der Keim zu volks-
wirtschaftlichem und politischem Denken schlum-
mert, dem wird er zum Leben erweclt, und der
schon Treibende findet einen fruchtbaren Nahr-

boden, denn es ist in einem Werte schaffenden -

Betriebe unmittelbar ersichtlich, dafl der Mensch
ein Gemeinschaftswesen ist, einer auf den andern
angewiesen, dafy jegliche Arbeit nur damn von
Erfolg gekrtiit sein kann, weun jeder einzelne
aus der Gesamtheit anf seinem Posten, auch auf
 dem allerbescheidensten, mit nnbedingter Zuver-
lissigkeit seine Pflicht erfullt, dab fir die
mannigfach abgestuften Zweige der Verwalbung
md Ausfithrung alles tiberschauende Fiihrer vor-
handen sein miissen, deren Verantwortung mit der
Qrofe ihres Wirkungskreises und ihrer Macht-
befugnis wachst, dafl aber asuch die niederstem
Arbeiter in der allgemeinen Wertschitzung nicht
zu blofen Hinden oder Maschinen herabsinken
diirfen, wenn nicht eine Entwirdigung der
Menschheit eintreten soll, dafi zur Erhaltung der
Gesundheit und zur Erleichterung der schweren
Arbeit fiir alle Beteiligten hygienische Maf-
nahmen getroffen werden miissen, daf ein arbeits-
gewolntes und arbeitsfreudiges Volk eine ge-
waltige Macht darstellt, ind daB unsere Boden-
schiitze in richtiger Verwertung und unsere In-
dustrie im innigen Zusammenhange mit der
Wissenschaft Quellen des Reichtums sind. Den
geistigen Anlagen entsprechend wird der Besuch
eines Grofibetriebes auf den einen mehr in dieser,
ant den andern mehr in jener Richinng wirken,
im ganzen wird der Erfolg einer vorziiglichen
staatshiirgerlichen Belehrung gleichzuseizen
sein, die eine wertvolle und wiinschenswerte Er-
giinzung zur staatsbiirgerlichen Erziehung in
den Arbeitsgemeinschaften der Schule, besonders
der Uebungssile bildet.

Wenn heute stirker denn je der Ruf ertint:
Freie Bahn jedem Tichtigen! so wird jeder
Lehrer von neuem sich die Frage vorlegen, ob
er seinen Unterricht so gestaltet, dafi er den
verschiedenartigen Anlagen seiner Schiiler vollauf
gerecht wird. Weil wir alle Menschen sind mit
menschlichen Schwichen, so wird wohl #herall
etwas zu Dbessern sein. '

‘meine kritischen Bemerkungen zu

Rristallographische MeBiibungen und
Rechenaufgaben,
Von Dr. Julius Ruska, a. o. Professor an der
Universitit Heidelberg.

Wer Grelegenbeit hat, die Art uwnd Weise,
wie die Anfinge der Wissenschaften aul den
Schulen gelebrt und ihre Anwendungen im Unter-
¥cht behandelt werden, mit der wirklichen
Wissenschaft und Prasis zu vergleichen, wird
fagt iiberall die Beobachtung machen, dafl die
schulmifige Behandlung Gefahr liuft, in Scho-
lastik augzuarten, indem sie Dinge wichtig nimmt
md breit trith, die fiir den wissenschaftlichen
Standpunkt, d. h. fiir die Erkenntnis der wesent-
lichen Zusammenlhinge gleichgiiltig sind, indem
sie an Auffassungen festhilt und weiterbaut, die
wissenschaftlich tberwunden sind, indem sie
Anfgaben stellt oder gar bevorzugt, die prak-
tisch wertlos sind vnd von den wirklich wich-
tigen Fragen sabfilhren. Besonders grof} ist die
Getahr solcher Abwege, wenn es sich um Schul-
ficher mit alten Ueberlieferungen handelt, wum
methodische Verfaliren, die von einer Generation
zar andern bei Lehrern und Schiflern weiterge-
geben werden. Aber auch dann -ist der Fort-
schritt gehemmt, wenn ein Unterrichtsstoff ein
Grenzgebiet darstellt, dem nur wenige Fachleute
methodisches Tnteresse entgegenbringen. s muf)
verarmen mnd verkiimmern, wenn ihm nicht von
der fortschreitenden Wissenschaft von Zeit zu
Zeit neue Antriecbe zukommen, oder wenn nicht
methodische Besinnung auf die Grundaufgaben zu
peuen Wegen der didaktischen Behandlung fiihut.

Als ich vor einiger Zeit an dieser Stelle
yEristallo-
graphischen® Aufgaben verdffentlichte, die in
Aufgabensammlungen geboten werden®, leitete
mich vor allem der Gedanke, solche Auswiichse
der Scholpstik zu bekiimpfen und die Aufgaben
anf den realen Boden zuriickzufiihren, den die
Mineralogie und Kristallographie dem Mathe-
matiker bereitstellt. Xs schien mir wichtig und
notwendig, der Zeitvergeudung entgegenzntreten,
die darin besteht, dafi man lieber Phantasieanf-
gaben ausheckt, als die wirklich vorkommenden,
grundlegenden Anfgaben der Kristallographie .
behandelt. Anch wollte ich die Aufmerksamlkeit
suf ein Mefiinstrument — das vereinfachte
Anlegegoniometer — lenken, dessen Einfiihrung
in die Stereometvie Dei der Ausmessung von
Polyedern aller Art zu einer Fille von wert-
vollen Aufgaben Gelegenheit gibe. Ieh hoffe
diese Gtedanken weiter zu fovdern, wenn ich
zeige, wie man in planméfiger Verkniipfung von

# TTeber merkwirdige Mineralien und eine néue
Methode der spezifisclien Gewichisbestimmung. Unter-
richtsbliitter 1916 Nr. 5. — Trotz wiederholter Kor-
vekturvermerke ist Fig. 12 beim Druck des Aufsatzes
verkehrt eingesetzt; ich bitie die Leser um Entlastung
in diesem Punkte.
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. Messung mnd Rechmung eine Schulkristallographie
aufbaven kann, die cher ein kleines Abbild der
wirklichen Kristallbestimmung darstellt, alg es das
rein deduktive Lehrverfaliren zu geben pflegt.

‘Wenn man, wie gewdhnlich, eine moglichst
liickenlose Ableitung der Formenreihen der sechs
oder sieben Kristallsysteme zur Hauptsache macht
oder gar die wnecuere Systematik mit ihren
32 Symmetrieklassen der Darstellung zugrunde-
legt, so vergifit man iiber der mathematisch
eleganten Dedulttion zu sehr, dafl die Kristallo-
graphie von Haws ans eine Erfahrungswissen-
schalt ist, dafi ergt zahllose immer wiederholte
Messungen die empirischen Daten fiir die syste-
matische Behandlung geliefert haben, und daf)
in jedem konkreten Fall immer wieder
Messungen ndtig sind, um die Lage und die
Symbole der Flichen von gegebenen Kristallen
zu bestimmen. Es ist aber sehr wolkl ein Un-
terrichtsgang durchfiihrbar, bel dem das Schwer-
gewicht auf der Messung und Berechnung der
kristallographischen Elemente liegt und die Syste-
matik erst am Schluf als Zusammenfassung der
Ergebnisse erscheint.  Mindestens scllte dis
geometrische Kristallographie soweit mit prak-
tischer, messender Kristallographie durchsetzt
sein, dafl die Schiiler erkennen, wieviel mehr
es auf diese Messungen ankommt, als auf allge-
meine Betrachiungen. .

Schon die Definition der Xristallsysteme
durch ihre Lkristallographischen Elemente gibt
Gelegenheit, auf diese Erginzung von Theorie
und Praxig hinzuarbeiten. Ist der auf dem all-
. gemeinen Gesetz des Kristallwachstums beruhende
Grundsatz im sichern Besitz der Schitler, daf}
nicht nur alle geometrisch #hnlichen, sondern
auch die durch Parallelverschiebung von Fliichen
aus ihnen hervorgehenden Kdorper als kristallo-
graphisch identisch zu gelten haben — er muf)

nattirlich durch Beispiele, etwa verschieden grofie

oder verzerrte Alann- und Granatkristalle, Quarze
und Steinsalzspaltstiicke veranschaunlicht und phy-
sikalisch erliutert sein — so kann man mnatiir-
liche Kristalle und Holz- oder Pappmodelle neben-
einander verwenden. Die Natur bietet uns kein
System, sondern Binzelformen und Kombinationen,

die wir nach ihren mehr oder weniger iberein-

stimmenden Symmetrieeigenschaften rein empi-
risch in Gruppen bringen knnen. Rine kleine
Auswahl von mmdum ausgebildetenr Kristallen
von Alaun, FluBspat, Schwefelkies, Granat,
Zitkon, Kalkspat, Quarz, Schwefel, Schwerspat,
Gips, Angit, Kupfervitriol usw. in Verbindung
mit geeigneten groflen Pappmodellen fiihrt die
wichtigsten Gruppen vor Augen: asymmetrische,
einfach, dreifach, fiinffach, siehenfach, neunfach
symmetrische Korper. Wir Lkonstruieren uns
leicht fiir fiinf dieser Gruppen die zugehirigen
Elementarkdrper, das asymmetrische und
monogymmetrigche Parallelflach, den Quader, das

guadratische Prisma, den Wiirfel, fiir zwei andere
das hexagonale Prisma und das Rhomboeder.
Der strenge Nachweis, dafi hieven wesentlich
verschiedene Fille nicht vorkommen wund nicht
vorkommen linnen, iiberschreitet die der Schule
gesteckten Grenzen. Die Vergleichung der Grund-
kirper zeigh, dall die Zahl der willkiirlichen
Besgtimmungselemente umso kleiner wird, je mehr
die Symmetrie zunimmt. Der Wiirfel ist sehon
durch seine Definition bestimmt, das quadratische,
trigonale, hexagonale Prisma durch ein Strecken-
verhiiltnis, das Rhomboeder durch einen Winkel,
der Quader durch zwei Streckenverhiltnisse, die
schiefen Parallelflache auflerdem durch einen oder
drel Winkel. Rine leichte Ueberlegung zeigt,
daf) jedes Streckenverhilinis auch durch Winkel,
jeder Winkel durch geeignete Streckenver-
hiltnisse ersetzbar ist, das Streckenverhiltnis
des hexagonalen Prismas z. B. durch den Winkel
der Diagonalen auf der Prismenfliche, der
Winkel des Rhomboeders durch das Verhiiltnis
der Kante zur Achse oder duvch das Verhiltnis
der Flichendiagonalen. Kénnten wir die Ab-
stinde der Kristallmolekel selbst unmittelbar
beobachten und ausmessen, so wiirden sie uns
zugleich den einfachsten Awusdruck fiir den
Kristallbau liefern. Wiren die Kristallformen
nach allen Richtungen gleiche Vielfache der
Elementarkdrper, so kounnten Kantenlingen zur
Grundlage der Kristallbestimmung dienen. Die
Willlziir in den Abmessungen der prismatischen
Korper zwingt aber bekamntlich zur Beniitzung
von Grundformen und Kombinationen, bel denenr
Winkel gemessen werden kionnen, und so
kommen wir zur ersten Gruppe von kristallo-
graphischen Awufgaben.

I

Man soll durch Winkelmessung an
einfachen Formen oder Kombinationen
die kristallographischen Konstanten
eines gegebenen Minerals bestimmen,.

Wir beginnen mit Beispielen aus dem regu-
laren System. Es kénnte scheinen, als ol hier
iiberhaupt keine Messung vorzunehmen wive. -
Aber woher wissen wir, dafi der Alaun reguldr
kristallisiert, wenn nieht aus der Beobachtung,
daf} alle 12 Flichenwinkel der oktaederartigen
Kristalle tatsichlich einander gleich sind und
dem theoretisch fiir das regulire Oltaeder ge-
fundenen Wert 2 g = 1099 28’ entsprechen? Wir
werden also die erste Mefibung gerade zu diesem
Nachweis beniifzen. Man kann sich die Arheit
erleichtern, indem man den Oktaederwinkel 2 ¢
auf Karton konstroiert und. mit scharfem Messer
ausschneidet (Fig. 1). Die schmalen Dodekaeder-
flichen, die an grofieren Alaunkristallen die Stelle
der Kanten *einnehmen, stéren nicht heim An-
legen. Man kamn dasselbe Verfahrven auch an-
wenden, um sich davon zu tiberzengen, daf} alle
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Flichenwinkel des Rhombendodekaeders 1209
messen, oder dafl die Spaltflichen an den Teken
von Flufispatwiirfeln dem Oktaeder angehiren
(der feste Winkel an der Komhinationskante ist
1809 — ¢ = 125° 16").

i

Der Subgtanz eigene kristallographische Kon-
stanten sind erst vom quadratizsehen System
an #11 hestimmen. Es ist zu betonen, daf) jedes

Streckenverhiltnis und jeder Winkel die pyra-

midale oder rhomboedrische Grundform -eines
im quadratischen oder im hexagonalen System
kristallisierenden Krpers oeometu%ch bestimmt,
and dafl nur praktische Griinde mafigebend
sind, wenn man als kristallographische Konstante
das Verhidltnis der Achsenlingen (oder
mit @ = 1 die Linge ¢ der Hauptachse) beniitzt,
Zu seiner Bestimmung geniight es, den Winkel
2¢ an den Mittelkanten einer Pyramide erster
At oder die Winkel 1809 -— ¢ hezw, 90° 4 o
an den Kombinationskanten mit Bagis und Prisma
zu messen; auch kann man einen aus allen
diesen Werten gewonnenen mittleren Wert
zugiunde legen. Eine einfache Usberlegung er-
gibt c =tgg: ]/5. Eann man den Winkel 24
an der Mittelkante einer Pyramide zweiter Art
messen, 5o ist noch einfacher c=1tfgy. Zur
Berechnung des Achsenverhiltnisses aus Pol-
Lantenwinkeml Deniitzt man rechtwinklig sphiri-
sche Dreiecke.

Beispiel 1.

An einem pyramidalen Kristall von Scheelit
sei der Winkel on den Mittelkanten ans einer
Reihe von Messungen zu 130° 30" gefunden;
welches ist das Achsenverhiltnis des Minerals?

Wir finden ¢ =1tg g: ]/5 mit ¢ = 659 15",

log tg ¢ — 10.3563

log 12 = 0.1505
log ¢ = 0.1858, c_1534

Die genoueren Werte sind naeh dem TLehr-
bueh der Minerslogie von Klockmann 2 ¢ =
130°33" und ¢ = 1.5356.

Beispiel 2.

Bin tafelféimiger Kristall von Wulfenit
(Fig. 2) zeigt die Kombination einer guadratischen
Pyramide mit der End- :
ﬂ@che. Man findet als _M,__,,,________________j_ﬁ,’
Mittelwert ans den e
Mesgungen des Mittel- Tie. 2
kantenwinkels 2 ¢ = g =
73.49 oder ¢=1586.70; aus Kontrollmessungen
des stumpfen Winkels an der Kombinationskante
180°% — @=148.40 oder ¢ = 36.60. Wegen der
grifieren Unsicherheit des stumplfen Winlels
nimmt man das Mittel aus 2 ¢ der ersten und ¢
fder zweiten Messung und erhilt ¢ = 360 40"
Wie grofl ist der Wert der Hauptachse?

log tg 86°40'=9.8718
log V2 == 0.1505
log ¢ - =19.7218, ¢=0.5264.

N’nch Klockmannist ¢ = 1,577 Dle VE]—
gleichung zeigt, dafl das bewchnete ¢ rund s
tles wahren VVeltes ist. Also war die beob-
achtete Pyramide nicht die Grumdpyramide, son-
dern die stumpfere Pyramide (113).

Beispiel 8.

An einem Kristall von Zinunstein, Kom-
bination von Pyramide und Prisma, hat man den
‘Winkel an der Kombinationskante zu 1380 307
gefunden. Man s€oll das Achsenverhiiltnis be-
rechnen und ein Modell des Kristalls herstellen.

Der gemessene Winkel ist 909 + g, also ist
@+ 43° 30°. Daraus wie vorher ¢ = 0,67. Zur
Herstellung des Modellnetzes miissen die Pyra-
midenkanten gegeben sein. Die Basiskante in
ist Y2 = 1.414; die Polkante findet man aus
p= Y1 J¢% z2u p=171.4489 = 1.2087, Man
zeichnet iiber und unter einem Rechteck, das
den Prismenmantel darstellt, je vier gleichschenk-
lige, durch das Streckenverh#ltnis m:p bestimmte
Dreiecke und klebt das Netz zusammen; die Linge
der Prismenkante ist natiivlich beliebig (Fig. 3).

Beispiel 4.

An einem Krigtall von Apophyllit (Fig. 4),
Kombination der Grmdpyramide mit dem Prisma
zweiter Stellung, ist der Polkantenwinkel 24



-

1817, No. 5/6, ERISTALLOGRAPHISCHE MESSUBUNGEN UND RECHENAUFGABEN. B,

79.

mit 104°% gefunden. Man soll das Achsenver-
hiltnis, den Mittelkantenwinkel ¢, den spitzen
Winkel 2y der rhombi-
gehen Pyramidenfifichen
und den Winkel x an
der Kombinationskante
mit dem Prisma be-
rechnen.

Man hat fiir die ersten
drei Grofien die Wakl
zwischen zwel recht-

Fig. 4. Fig. 5.

winklig sphirischen Dreiecken. Legt man eine
Kugel nm die Spitze P, so erhilt man ein recht-
winkliges Dreieck zwischen Pyramidenfiiche und
Nebensymmetrieebene erster und zweiter Art
(Fig. 3); man kennt die Winkel 4 =& und b=
450 und berechnet
¢ ans: ¢0s A B == cotg 9. cotg 450
log cos 4 B — 9.8928
) AB=38037
. log ¢ = log cotg 880 87" = 0.09758,
¢ = 1.252,
@aus: cos 450 =cotg A Btg (90 °-— @) oder
cobg ¢ &= cos 459 : cotg 4B
log cos 459 = 9.8495
log cotg A B = 0.0978
log cos @ ==9.7519
pe== 60032, 2p=1210(4"),
¥ aus: sin y = colg ¥ - cotg @
log cotg +# = 9.5928
log cotg ¢ =9.7519
logsin  p==9.6447, y=26010", 2y =520 22"
2 ‘ Legt man das Dreieck
bel M in den Rawn
zwischen der Pyramiden-
fliche, Nebensyminetrie-
ebene erster Art und Pa-
rallelebene zur Hanpi-
symmetrieebene (Fig. 6),

¢ ) _/M 4 so kennt man & und die
Tig. 6. diesem Winkel gegen-
dberliegende Seite 4C == 45%; man findet leicht
¢ aus: sin BC = cotg & - tang 459
log sin B (= 9.8928
BC=51025"

¢ = tang B € = cotg (90° — B )= cotg 38037’
wie oben.
g aus: cos 459 == cotg @ tang BC oder

cotg @ = cos 450 cotg BC

cos AB = cos B cos 450
log cos B =9.79535
log cos 45% = 9.8495

900 — v aus:

A3 =090 — y, also log cos AB ==logsin y wie
oben.

Auch zur Bestimmung des Winkels g an der
Kombinaticnskante stehen zwei Wege frei, je
nachdem man zur Bildung der rechtwinkligen
Eeke aufier der Prismen- und Kombinationskante
noch die lange Diagonale der rhombischen Pyra-
midenfliche oder die vertikale Symmetrielinie
der Prismenfliche hinzunimmt.

Im ersten Fall liegt der Scheitel
der Fcke am spitzen Winkel N 4 % C
des Rhombus (Fig. 7), im zweiten [t 9¢°
am stumplfen Winkel 1f; die Be-
stimmungsgleichung fir u ist

fiir I:
cos 430 = sin u cos p,
tiir II: .
608 w—cotg (1800 — 2 ) tang 45°, &
Aus der zweiten Gleichung folgh B

wegen  des  stumpien Winkels Fig. 7.
1802 — 24 ein negativer Wert :

fiir cos w. Amnch die unmittelbare Anschanmng
lehrt, daff p ein stumpfer Winkel sein mufl;
der errechnete Wert kann mit dem Anlegegonio-
meter nachgepriift werden.

Beispiel 5.

Der Polkantenwin-
kel am Spaltungs-
rhomboeder E des
Kalkspats betrigt
10569 5'; man soll
das Achsenverhiltnis
und die itbrigen Di-
mensionen des Rhom-
boeders bestimmen.

Man berechnet zu-
nichst die Neigung Fig 8.
der Diagonale PS
gegen. die Hauptachse (Wig. 8} ans dem Dreieck

ABC, in welchem 4 4= ?:, 42 (F=909, 2 B=600.

Es ist
cos A =sin B cos BC oder
cos 520 82.5" — sin 60% cos B
log cosg 520 32.5" = 9.7840
log sin GOO = 9.937b
log cos BC = 9.8465; B( = 45° 23",
Um zum Achsenverhiltnis PO: UOR #u ge-
langen, benfitzen wir das henachbarte Dreleck
BOD, das in € ebenfalls rechtwinklig ist und
bei B einen Winkel von 8090 hat.

Wir erhalten B D aus der Gleichung
cos B = tang B - cotg BD, also
cotg B D = cos 500 cotg 450 237
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und finden cotg BD = 0.8543. Dieser Wert
ist, wie die Figur zeigh, das Achsenverhaltnis
PO:RO. Wie man die Kante, die Diagonalen
und die Fliche der Rhomben oder den Inhalt des
Rhomboeders bestimmt, bedarf keiner Erdrterung.

Zur kristallographischen Bestimmung rhom-
bischer Kristalle sind zwei unabhingige
Messungen erforderlich, denn das Achsenver-
h#ltnis : b :c¢ enthilt zwel unabhingige Gréfien
a wmd ¢ (fiir b=1). Aus Kombinationen, die
dag Hauptprisma enthalten, ergibt sich g, aus
solchen, die das Léngsprisma enthalten, ¢ un-
mittelbar als Tangente des halben Prismen-
winkels. Das Querprisma liefert a:c, ist also
erst zu bhrauchen, wenn der absolute Wert von
@ oder ¢ bereits feststeht. Kristalle mit herrschen-
der Pyramide, an denen gleichzeitig drei Winlel
gemessen werden konnen -— der dritte zur Kon-
trolle der beiden andern — sind bekanntlich
selten. Insbesondere ist abzuraten, die hochst
empfindlichen Schwefelkristalle warmen Bchiiler-
hinden anzuvertrauen; hier mogen die aus dem
Lehrbuch genommenen Werte zu Rechenitbungen
bentitzt werden.

2% Beispiel 6.

An einem Kristall von Ara-
gonit (Fig. 9), gewchuliche Kom-
bination {110) (011} (010), wurde
der Prismenwinkel 2 ¢ zu 1169
2 10°, der Winkel des Lingspris-
mas 2% zu 1089 30° bestimnt;
wie grofi sind o und ¢?

Man findet

= cotg p=cotg 5805 = 0.623;
Fig. 9. c:eotgl =cotg 549 15' = 0.720.

Bei der Messung wird man nicht nur die
heiden Prismenwinkel, sondern auch die vier
Winkel an den Kombinationskanten mit (010)
berticksiehtigen und aus allen guten Messungen
das Mittel nehmen.

Beigpiel 7.

Ein Topas, Kombination des Prismas mit
einem Brachyprisma und der Grundpyramide,
Zeighe an den Polkanten die Winkel 1419 (iiber a)
und 1020 (iiber 3), an der Kombinationskante
mit dem Prisma 1550 357, am Prisma vorn 12490
20". Man soll ¢ und ¢ auf doppelte Art be-
rechnen und die Ergebnisse mit den genanen

 Werten 4 = 0.5285 wnd ¢ = 0.4769 vergleichen,

Man kann @ und b berechnen, indem man
die rechtwinklige Ecke mit den Winkeln 70° 30
und 51" beniitzt, die im Scheitel der Pyramide
von den Symmetrieebenen und der Pyramiden-
fliche gebildet wird, oder man beniitzt fiir a den
halben Prismenwinkel 620 10’ und fiir ¢ den Winkel
an der Mittelkante 1350 35" — 900 = 45° 35",

Schwieriger gestalten sich die Verhiltnisse
im "monoklinen und triklinen System.

-iiberliegende Xathete AC ist

Denn es wird kaum noch méglich sein, Kristall-
kombinationen vorzulegen, an denen alle drei
ader fiin? kristallographischen Grundelemente
leicht zu gewimen sind. War beim rhombischen
System ein allzn willkiirliches Verfalren durch
die dreifache Symmetrie unter Berticksichtigung
der Kristalliracht ausgeschlossen, so 1afit sich
hei den monosymmetrischer und asymmetrischen
Kombinationen die Unbestimmtheit der Grund-
elemente nur noch durch die Riicksicht auf die
Kristalltracht einschréinken. Hétten wir es mit
Korpern zu tum, die durch Strecken hestimmt
werden, so lige es am néchsten, die Kombination
der Pinakoide als Grundform zu nehmen ; zu dem
Verhéiltnis ¢:0:¢ wiirde dann im monoklinen
System der Winkel f, im triklinen anflerdem
@ tnd y hingutreten. Statt dessen muB (nach Fest-
legung der drei Pinakeide durch dic Winkel e, 3, y
des Koordivatensystems) das Lingenverhiltnis
der Achsen durch die Lage einer alle Achsen
gchneidenden Pyramidenfliche oder durch das
»Grundtetrasder, d. h. durch weitere zwel
Winkel hestimmt werden ; praktiseh ktmen auch
zwel vmabhingige Prismenflichen ihrve Stelle ver-
treten. Xs ist klar, dafi diese Aufgaben viel-
fach oder ausschliefilich auf schiefwinlklige sphi-
rische Dreiecke fithren, und dafl die Durch-
fiihrung einer groferen Zahl solcher Aufgaben
an ihrer Schwierigkeit und Umstidndlichkeit
scheitert. Bs kommt aber, wenn wir das Prin-
zip der kristallographischen Mefi- und Rechen-
arbeil erliutern wollen, nicht so gehr darauf an
— wie es leider oft der Ehrgeiz der Mathematiler
ist — wenige recht schwere Aufgaben zu lésen,
sondern Aufgaben von geringer nd nittlerer
Schwierigkeit in mtglichst grofier Auswahl dar-
zubieten. Ich schlieffe den Abschnitt daher mib
drei weiteren einfachen Beispielen.
Beispiel 8.

An einem Adular, Kombination von Prisma
und schiefer Endfidche, ist der Prismenwinkel 2 4
an der Vorderkante mit 118° 50" und der stumpfe
Winkel B an der Kombinationskante vorn oben
mit 112715 gemessen. Man soll daraus den
Neigungswinkel 3 der schiefen Achse bestimmen.

Das Dreieck 4CB (Fig. 10) ist bei O recht-
winklig, die dem stumpfen WmLel B gegen-

gleichfalls stumpfwinklig, Wir
kinnen das Dreieck durch ein
Supplementardreieck DBC er-
setzen, in welchem 4 CBD =
87047 und D= 4A=59025";
dann erhalten wir den Supple-
mentwinkel z von § durch die
Gleichung

cog 67047 — sin 599 25' cos @
mit = 68%57"; der stumpfe Achsenwinkel
ist daher = 116°3’,

TFig. 10.

e o -
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Beispiel 9.

Man soll fiir den Adular des Beispiels 8
die zur Herstellung eines Netzes erforderlichen
Winkel berechnen.

Wir brauchen je einen Winkel fiir die Seiten-
flichen und fiir die ¥ndfliche. Beniitzen wir
das Dreieck DBC der vorigen Aufgabe, so ish
die Seite BD der spitze Winke] der Prismen-
fiichen, BC der halbe stumpfe Winkel der
rhombischen Endfldche.

. Beispiel 10.

An einem Gipskristall, der die Kom-
bination von Prisma, negativer Pyramide und
Lingsfliche darstellt, ist der Winkel 20 =
1430 30’ der  Pyramide und der Winkel 2 4 —
1119 30’ des Prismas gemessen worden; man soll
darans die Achsenlingen bestimmen.

Die Aufgabe ist unvollstindig; man muf auch
den Achsenwinkel 3
kennen, den man zu
rund 999 dem Lehr-
buch entnimmt. Man
erhilt aus den ge-
mesgenen Winkeln
nicht « und ¢, son-
dern ihre Projektio-
nen « und ¢, aus
denen die Werte a
und ¢ gefunden wer-
den kommen.

Nach der Zeichnung (Fig. 11) ist
a : b= cotg 4, also
log &' =log cotg 550 45" = 9.8831;
- g’ = 0.681.
Der Winkel zwischen ¢ und « ist 99, also ist
w=a :cos 90
“log o = 9.8331
log cos 9% = 9.9946
log a = 9.8385; a = 0.6894.

Ebenso ist
¢ b = cotg € also
log ¢ =—log cotg 11°045" = 0.5182;
¢ = (0.3297.

Aus @ und ¢ finden wir den Winkel 40N
zu 619255 und danach den Winkel NOC zu
87% 5.55'; hieraus endlich ¢ mittels der Gleichung

¢ :e=cos NOC oder c=c¢ :cos NOC.

log ¢’ == 9.5182
log cos NOC = 9.8989
log ¢ = 5:6193; ¢ = 0.4162.

Wir finden also beim Gips a:b:c=
0.6894:1:0.4162; die genauen Werte sind
nach Klockmann ¢=—0.6896 und ¢=10.4133
mit = 980 58’

[+

a0z

Fig. 11.

1L

Das CGebiet der Aufgaben erweitert sich
wesentlich, wenn die Grundelemente gefunden

sind oder als gegeben in die Rechnimng ein-
gehen, und die Messungen den Zweck haben,
die Symbole abgeleiteter Formen zn
finden. Eine solche Aufgabe einfachster Art
botschon das zweite Béispiel ; dankbaren Uebungs-
stoff tann man aber besonders aus den abge-
leiteten Formen des reguléren Systems gewinnen.
Zwei DBeispiele mogen das Verfahven veran-
schaulichen. '

Beispiel 11.

An einem Flufispatkeistall sind die Kanten
des Wiirfels durch die Flichen eines Pyramiden-
wiirfels zugeschirft. Die Messung ergibt einen
Winkel &= 1570 20"; welcher Pyramidenwiirfel
tritt in der Kombination auf?

Man hat festzustellen,
in welchem Verhiltnis eine
Flache des Pyramiden- £ s
wiirfels die Achsen schnei- £
det. DieAnfgabekann ohne L
weiteres bei genanerZeich- A 14
nung des Winkels durch /!
Konstruktion geldst wer- a
den (Fig. 12); die Rech- l
nung ergibt

Fig. 12.

£-—900
5
ist n— cotg 33%40' = 1.503 ~ g; es liegt also

In ungerm Fall

n=FED:AD=cotg

die Formeco 0 g nach Naumanuns Begeichnung
oder (320 nach Miller vor.

Beispiel 12.
Man soll das Symbol des am Granat
bhiufig fiir sich allein oder in Kombination mit
demn Rhombendodekaeder ¢
aultratenden Tkositetra- /
eders auns dem Winkel !
an den langeren Kanten |
herechnen, der zn 15319 50/
bestimmt wurde (Fig. 13}
Man legt ein sphirisches
Dreieck an ecine der Ecken,
von denen vier lange Kanten
ausgehen. DerParameterm p
ist die Tangente des Winlels
PAQ oder C"A0. Wir 4
beniitzen die Gleichung
sin PQ = cotg P tg QR,

i
i
.

1
]
1
r
4
]
)
r
¥

Fig. 18.

~die sich wegen PQ = QR anf cog P = cotg P

reduziert.
cos PQ = cotg 650 55" = 0.447
P =863027"
m=—tang PQ = 2; das Ikositetracder ist(211).
Auch aus dem Winkel an den kurzen Kanten 1afit
sich das Symbol bestimmen, aber die Rechnung
erfordert zwei Dreiecke. '
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Schon in den bisher behandelten Aufgaben
sind gelegentlich Fragen gestellt, die iiber das
den DMineralogen Interessierende hinausgelhen.
Die Auswahl der DBeispiele wird unermefiich
grofy, sobald man die Bestimmung von ebenen
Winkeln wund Kantenlingen, Oberflichen und
Rauminhalten hinzunimmt oder die gegebenen
Stiicke nicht auf Flachenwinkel beschriinkt. Man
kann natiirlich aueh fragen, welche Winkel,
Kantenlingen usw. eine gegebene Form, etws
ein Hexakisoltaeder (321) oder eine biguadrati-
sche Pyramide oder ein bestimmtbes Skalenoeder
des Kalkspats besitst, man kann Lage und Linge
vorr Kombinationskanten unter bestimmten Be-
dingungell berechnen, man kann insbesondere die
zur Zeichnung von Kristallnetzen erforder-
licher Winkelberechnungen ausfiibren lassen.
Damit entfernt man sich aber mehr und mehr
von dem, was fiir die Kristallographie selbst
wichtig ist, und ich verzichte aus diesem Grunde
auf die Anfitbrung weiterer Beispiele.

Fir die Rechnung geniigen vierstellige Log-
arithmen durchaus; auvch wenn man die durch
Messung getundenen, bis zu 10 fehlerhafien Werte
durch die Angaben der Lehrbiicher ersetzt, brancht
man keine genaueren Tafeln. Der Grundsatz,
nicht mit mehr Stellen zu rechnen, als es die
Beschaffenheit der gegebenen Stiicke erfordert,
ist ja endlich Gemeingut des mathematischen
Unterrichts geworden — oder sollte es wenigstens
geworden sein.  Neben der Rechnung sollte auch
womiglich eine sorgfiltige Konstruktion der

gesuchten Stiicke ansgefiihrt werden. Wird sie.

grofi gemug und mit genauen MaBen ausgefiihrt,
so kann sie jederzeit zur Kontrolle der Rechnungs-
ergebnisse dienen; den Wert des Lkristallographi-
schen Zeichnens fiir die Aunsbildung der Ranm-
anschauung branche ich nicht weiter hervorzu-
heben, nachdem ich dieser Seife der Frage im
Jahrgang 1916 von ,Aus der Natur® eine lingere
Abhandiung (Ueber die Darstellungsmittel der
Kristallographie utnd ihre Anwendung im geo-
metrigechen Unterricht, 8. 448, 512, 564, 817)
gewidmet habe.

Der Fortschritt, den die wissenschaftliche
Kristallographie durch Einfiihrung des Reflexions-
goniometers an Stelle des einfachen Anlege-
goniometers gemacht hat, betrifft nur die grofiere
Zuverliissigkeit und Sicherheit der Messungen.
Die ,trigonometrische Methode“ der Berechnung
der Flichen ist im wesentlichen dieselbe ge-
blieben, und ist wenigstens in den Grundzigen
durch die oben angefifhrten Beispiele dargestelit.
Einen Fortschritt von prinzipieller Bedeun-
tung brachte erst die zweikreisigeMessung,
welche die Lage der Flichen unmittelbar dureh
die Koordinaten der Flichennormalen darstellt,
durch weitgehende Verwendung graphischer Me-

thoden das Rechenwerk vereinfachi und die Fest-
stellung hekannter Formen mit Hilfe von Tabellen-
werken (vgl. Goldschmidt, Index der Kristall-
formen uesw.) erleichtert. Die Kristallographie

hat sich dadurch vellkommen der Astronomie ..

angepafit; denn wie diese die Oerter der Sterne
an der Himmelskugel durch Linge und Breite
oder andere sphirische Koordinaten bestimmt, so
gibt der Kristallograph mit Hilfe der Winkel ¢
und ¢ die DurchstoBpunkte der Flichennormalen
auf einer um den Kristall gedachten Einheitskugel
an. Vielleicht findet sich Gelegenheit, auch iiber
die schulmifiige Behandlung dieser neuen Me-
thoden einmal in diesen Blitiern zu redem.

Rationale Punkte
und rationale Sehnen fir Kegelschnitte,
Von Prof. Dr. B. Haentzschel (Berlin).

Gern pflegh man hei Aufgaben aus der analytischen
Geometrie fiir dic gegebenen Gréfien einfache Zahlen-
werte, ganz besonders rationale, zu wihlon; aber
aunch fiir das Brgebnis wird ein gleiches erstrebt. Im
folgenden will ich nach dieser Richtung hin sinige
Formeln mitteilen, die man beim Stellen von Aufgaben
gicherlich mit Trfolg wird verwenden kénnen, Der
Kirze wegen soll von ejner rationalen Strecke
gesprochen werden, wenn ihre Malzahl einc rationale
Zall ist; ein rationaler Punkt bat Koordinaten
mit rationalen MafBzahlen; endlich ist ein pythago-
reischer Winkel # ein soleher, der einem pytha-
goreischen Dreieck mit den Seiten 2 pg, p2— ¢2, p2 + ¢8,

wo p und ¢ rotionale Zahlenparameter sind, ent-

nommen ist.

Man kann den folgenden Satz aussprechen:

Macht man einen rationalen Punkt P
auf dem Umfange eines Kegelschnitts zum
Mittelpunkt eines Strablenbiischels, von
dem jeder Strahl die Hauptachse unter
cinem pythagoreischen Winkelsschneidet,
so verldiflt jeder Strahl den Kegelsehnitt
in einem rationalen Punkte Py, auch ist die
Sehne e=P, Pyrational, undeboensoe sind es
ihre boiden Alschnitte P, E und FpHE, in
welchae sie durch die Hauptachse geteilt
wird.

Der Beweis ist elementar; ich gebe deshalb fiir
jeden Kegelschnitt nur den Ausgangspunkt und das
Ergebnis an.

A) Die Parabel

y¥=2px
gnthilt den Punkt Py :
xlzgiﬁ; yy=dph
Von jhm geht der Strabl P, — E — Py aus:
y—y==tge (@ — )
Der Punkt Py hat die Koordinaten:
zy= g(1¢2cotg 2,

#e = T p (A 7F 2 coig &).
Die Schune P, Py ist
o B
- sine

A ki





